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1. Omschrijving probleem

Een verkooporganisatie verkoopt twee bepaalde artikelen, vanaf nu
te noemen produkt 1 en produkt 2. Deze artikelen kunnen besteld worden
bij een andere organisatie, ze worden dan na T > 0 tijdseenheden gele-
verd en in een voorraadmagazijn opgeslagen. Er kan niet meer dan &én
order tegelijk uitstaan. Verder kan een bestelling op elk gewenst tijd-

stip gedaan worden. De inkoopkosten van d, eenheden van produkt 1 en 4

eenheden van produkt 2 bedragen ¢(d1,d2).1Voor elke eenheid van produki
i zijn de voorraadkosten evenredig met de tijdsduur dat de eenheid in
voorraad gehouden wordt, per tijdseenheid zijn de voorraadkosten c1,i,
i =1, 2. Br kunnen maximaal Mi eenheden van produkt i in voorraad ge-—
houden worden, 1 = 1, 2.

De klanten voorprodukt i komen binnen volgens een Poisson proces
met parameter A.; elke klant koop één eenheid, i = 1, 2. De beide Pois-
son processen zijn onderling onafhankelijk. Als een klant voor produkt
i binnenkomt op een moment dat er geen voorraad van produkt i aanwezig
is, dan wordt een noodinkoop verricht die 02,. kost, i = 1, 2.

Gevraagd wordt een inkoopstrategie te ontwerpen, z6 dat de gemiddel-
de kosten per tijdseenheid in de long run minimaal zijn.

We zullen de oplossing iteratief bepalen met behulp van Markov-Pro-

grammering (zie syllabus Tec, §11 en §12).



2, Toestandruimte en toegelaten beslissingen

Wij nemen als toestandruimte

= {(i,1,) | 0 <i <M, r=1,2}u

r

d;585,t) l o<i <M, 0 <d. <M-i, 02t <T, r=1,2},

{(i,,1 P M

o9
De toestand (11,i2) = (i) correspondeert met de situatie dat de voorraad
van produkt r de grootte ir eenheden heeft voor r = 1, 2, en een bestel-
ling gedaan kan worden indien gevenst. De toestand (i1,i2,d1,d2,t) cor-
respondeert met de situatie dat voor r = 1, 2 geldt dat de voorraad van
produkt r ir eenheden bedraagt en er t tijdseenheden geleden een bestel-
ling van dr eenheden van dat produkt is gedaan.

Het natuurlijk proces verloopt als volgt. Als het natuurlijk proces
(1) als begintoestand heeft dan blijft het systeem in toestand (i) tot
het moment waarop een klant binnenkomt; op dat moment neemt het systeem
een van beide toestanden (max(i1—1,0),i2) en (i1,max(i2—1,0)) aan, af-
hankelijk van de vraag van de klant. Als het natuurlijk proces begint in
1,i2,d1,d2,t ) met 0 j_t* < T dan neemt het systeem achtereen-
volgens de toestanden (m1,m2,d1,d2,t) aan met t* <t <Ten

toestand (i

m, = max[(ir—zr(t—t*)),O], r =1, 2. Op het moment dat de levertijd T
voorbij is neemt het systeem de toestand (m?+d1,m;+d2) aan. Hierin is
m; = max[(ir-XT(TLt*)),O] en v de totale vraag in een tijdsinterval van
de lengte t, voor r = 1, 2.

De beslisser b kan alleen interveniégren in de toestanden (i) met
(i) < (M) *). WiJj nemen aan dat in toestand (0,0) altijd een order ge-
plaatst wordt. Als besloten wordt tot een bestelling van dr eenheden van
produkt r voor r = 1, 2 dan zullen we zeggen dat een beslissing (d) ge-

nomen wordt. De nulbeslissing geven we aan met (0) = (0,0). De verzameling

*)

(i) = (j) wil zeggen _ir = jr; r=1, 2.
(1) < (3 " " i 2dsr=1,2, )
(1) < (3) " " (1) < (J) en niet (i) = (J).
(i) + () " " (i1+j1:i2+j2>-

i) =

(j) " " niet (i) = (J).
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8@%Kgﬁﬁ-van toegelaten beslissingen in toestand S wordt gegeven door

{

{@ | 1<d, <M |r=1,2},  s=(0),
0(s) =1 {(d? | o <4 <M~ ] r=1,2}, 8= (i) = (0),
(0) elders.

\
Door een interventie (d) in (i) gaat het systeem over in toestand
(i1,i2,d1,d2,0).

Het zal duidelijk zijn dat we kiezen

Ag1 = App

i

Ay = {(0,0)} en derhalve geldt:

W

Yo 5 ¥y T ¥y €0 Woq T ¥y T ¥y

_O
Een strategie z kent nu aan elke s € § een (d) €28(8) toe.
Op analoge wijze als in syllabus Tec voorbeeld 12.1 kan men nagaan

dat wij ons voor het opstellen van de iteratiemethode kunnen beperken
tot de toestanden (i).



3. Bepaling diverse overgangskansen

(a)

Om de k- en t-funkties te berekenen voeren wij de funkties q(i)(j)

en B((1)(J),A) in.

Definitie
(a)

Uiy = de kans dat als er in (i) een bestelling—{d) wordt gedaan

die bestelling bij binnenkomst de toestand op (j) brengt,
voor (i), (j) e $ en (@) = (0), (@) « ¥((i)).

Wij definiéren eerst voor alle (i), (J) € ig

1 ) als (i) = (3)
(0)
1)(5)
0 elders,

en verder omwille van de overzichtelijkheid van de notatie

. \
AT (A T)Y
e T —S— i >0
- JI -
p.(3) = A
0 elders
\
’ j_1 >’ I'=1, 2.
1- )1 p(k) j2o0
o : k=0
Pr(a)~ 4
1 elders
\

/

Aangezien de klanten binnenkomen volgens Poissonprocessen zal het
duidelijk zijn dat voor alle (i) < (M), alle (d) e R(i) met (d) = (0)
geldt:



,
2

r§1 pr<lr—3r+dr) als i, +d 29, >d,r=1,2

p1(11—31+d1).P2(12) als i, +d, > j, > d;, j, =d

2
(a)
A ey =<
%1)(3) . o . _ .
P1(11).p2(12—32+d2) als j; = d;, i, +d, 2§, > 4,
2
I Pr(lr) als ip = dr’ r=1, 2.
r=1
\
Zij A een verzameling met
{(0rcac{(i)]o<i_<m,r=1, 2}

r—"r
dan komen wij tot de volgende definitie.

Definitie

B((j)(x),A) = de kans dat een systeem met (j) als begintoestand en
dat onderworpen is aan een natuurlijk proces als eerste
toestand uit de verzameling A de toestand (k) zal aan-

nemen.

Opmerking

De klanten voor produkt 1 resp. produkt 2 komen binnen volgens
Poissonprocessen met parameters A1 resp. A2. Maken wij nu geen onder-
scheid tussen de typen klanten, dan kunnen wij stellen dat de klanten
binnenkomen volgens een Poissonproces met parameter A, + A, en dat de

1 2

kans dat een klant naar produkt i vraagt gegeven wordt door Ai/(k1+A2),
i =1, 2 (zie ook voorbeeld 12.2 in de syllabus Tc). Als we nu defini-

eren

*

(i)

(") = (1,p-1), ip>0, (i) e

(i-1,iy), i, >0, (i) f,

dan kunnen we B((j)(k),A) als volgt rekursief berekenen.



1 .als (j) e A en

0 als (j) ¢ A en

A

0 als niet geldt (k) < (j)

(k) = (3)
(k) = (3)

+ 5 *2“%2 B((3™)(x),8)

1
(3) €A en ji» Jp >0

(3) = (§10) ¢ Aen j, 20

(3) = (0,3,) ¢ Aenj, =0

strategie z de toestand (j) als eerste toestand van AZ aan

B((3)(k),a) =< 71_3‘% 8((37)(x),A)
als
8((i*)(k),A) als
8((57)(x),4) als
° . . \
Definitie
4
Pi)(3)
zal nemen,
Er geldt
,
B(1)(3),4,)
z _ z(i) z(1)
P) T DG T ok, 10N
\

als (i) ¢ A,

k) BUEI(G),A) als (i),(3) € A

elders.

= de kans dat het systeem met begintoestand (i) en bij gevolgde

Z



i, Berekening k- en t-funkties

Zoals boven reeds vermeld is kiezen we Ay = {(0)}.

Uitgaande van een strategie z zullen we indien mogelijk verbeteren.
Hiervoor zullen we de funkties k(i)(d) en t(i)(d) nodig hebben. We be-
palen nu to(i), ko(i), t1((i)(d)) en k1((i)(d)).

Definitie

to(i) = de verwachting van de tijdsduur van (= de stochastische

W
—O
wandeling van (i) naar AO als het systeem onderworpen is aan

een natuurlijk proces).

Er geldt
,
i, / A als 1, > 0, i, =0
- =4 3 - bt —3
t5(1) i /2, . als i, > 0, i, =0
* *%
. . - . .
[+ 5,(17) + 4, 500 )} / (A *A,) als iy, i, >0
\

Definitie

t1((i)(d)) = de verwachting van de tijdsduur van ¥, (= de stochastische
wandeling van (i), waarin een order (d) geplaatst wordt,
naar A  als het systeem onderworpen is aan een natuurlijk

0
proces).

Er geldt voor alle (i) € S en (a) e R(i)

COPICO IS

b (@) = 28lapra) + 1 e () b

(3)s

waarin

1 als u >0
§{u)

0 elders.



Definitie

ko(i) = de verwachting van de kosten te maken in de wandeling A

Het verwachte aantal klanten dat binnenkomt voor produkt r in een
tijdsinterval van de lengte t > 0 is Art, r =1, 2. Het 28l nu intuitief
duidelijk zijn dat het verwachte aantal noodinkopen voor produkt r ge-

durende de wandeling wordt, gegeven door

¥,
Arto(l) - i, r=1, 2. | (1)

Een streng bewijs vindt men aan het eind van deze paragraaf.

Voor het bepalen van de voorraadkosten inAKO bedenken we dat de
klanten voor produkt r binnen komen met een tussentijd die een ver-
wachting 1/Ar heeft. Hier volgt uit dat de verwachte voorraadkosten

voor produkt r in de wandeling ¥, zijn

c

1,r . ;.
—ta L
2Ar lr(lr+1>'

We vinden nu

c

. 1. . 4. ey .

= -

ko(l) 2 {—Ei_ 1r(1r+1) + cg,r(ArtO(l) lr)}’
r=1 r

Definitie

kT(i)(d) = de verwachting van de kosten te maken in‘g1.

We -zullen de kosten splitsen in twee gedeeltes, n.l. die te maken
als de bestelling (d) nog uitstaat en die daarna.

In de eerste periode (ter lengte T) zullen allereerst bestel- en
inkoopkosten gemaskt worden, deze bedroegen volgens het gegeven ¢(d).
De noodinkoopkosten voor produkt r hebben een verwachting ter grootte
van

- L (k-1 ) p.(k), r=1, 2.
k=1r+1

«



Door een redenering analoog aan die welke in voorbeeld 10.4 uit sylla-
bus Te gevolgd wordt om de voorraadkosten te berekenen, kunnen we stel-
len dat de voorraadkosten voor produkt r de verwachting hebben van

i

\

pr(ir—m) m(m+1)}, r =1, 2.
1

| D~

e
1,r¢/. .
_Ej;ﬁ(lr+1) r ”

i

De verwachting van de kosten te maken na het binnenkomen van de

order. in de wandeling ¥, is
(i)+(a)
(a) - .
q k().
(5)=(a) (1)(3)

Ben en ander geeft als resultaat

(1)+(a)
k(i) =@+ 1 o3k (5) +
1 (5)=(a) D)0

2 o c,
+ ) [e ) (k-i_) p LK)+ ——4—-{(1 +1) i,
r=1 2,r k=1 +1 r 2A

1
- F p.(i,-m) m(m+1)}].
m=1

Wij merken op dat (zie appendix uit deel Tec)

k=§ . (k=i ) p (k) = A TP (i-1)-1i P (i).
r

Verder geldt

k((1)(a)) = k,((1)(a)) - ky(1)

en

£((2)(a)) = £,((i)(d)) - t,(1),

(0)

wij merken verder op dat als (4d)

k((i)(d)) = t((i)(a)) =
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Wij zullen nu formule (1) op blz. 8 bewijzen. Wij doen dit voor
r = 1, het geval r = 2 gaat analoog.

Laat V1(i) de verwachting van de vraag zijn naar produkt 1 in de

wandeling ¥, met begintoestand (i). Uiteraard geldt

V1(i) = A, to(i) voor (i) = (i1,0) (2)
omdat _

to(l) = 11/AP voor (i) = (11,0).

Omdat de klanten voor de produkten 1 en 2 binnenkomen volgens onafhanke-

1lijke Polssonprocessen met parameters A1 resp. 12, geldt

V1(i) =2 to(i) als (i) = (0,i2). (3)

Neem nu (i) = (i1,i2) > (1,1), dan geldt

A A
. 1 1 Lk 2 L khk
t (i) = + o t (17) + —5—+t (1) (k)
0 A1+A2 K1+k2 0 K1+A2 0
en
A A
oy % 1 , *k 2
VO(:L) = (1+VO(1 )) ——“—}\1_”\2 + Vo(l ) rﬂz . (5)

Door substitutie volgt uit (2) t/m (5) dat

Voli) = Ay to(i).

Hieruit volgt nu relatie (1).
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5. Iteratie stap

Uitgaande van strategie z construeren we een nieuwe strategie die
indien mogelijk beter is. We gebruiken de volgende methode:
Bepaal de priemfuiken K

(1).]’ 1 _<_j .<..m'

15 cees Km van AZ en kies in Kj een toestand

Bepaal de unieke oplossing y((i),z) en v({(i)z) uit

(

. . z .
Y(l):" (J)Z‘IA y(J) P(l)(J) (1) € AZ
Z
v(i) = k(i)z(i) - y(Dt(i)2(1) + ] v(i)prsy sy (i) € A
- 1)z{i y i)z(di (j)eAZ v(J P(l)(J) i) € A
v(i) =0 (i) = (i)j j=1, «u., m.
\
Bereken vervolgens
. _ . Z

Y((l),Z) = (j)gA Y((J)az) P(i)(j) (1) é Az
z

v((i),z) = (j)zA v((j),z) p?i)(j) (i) ¢ A
7

wat neerkomt op ((i) ¢ AZ)
/

(O v((17),2) + A, v((17),20)/ (0 +0) i, 1y > 0

v((i),z) =9 v((i"),z) i, >0,i,=0
v((i™7),2) i, =0,i,>0
en y((i),z) kan evenzo rekursief berekend worden.
Analoog als in voorbeeld 12.1 vinden we de testgrootheden
P (@) = K@@ - 70,8 @ + o (1),
v (1 = k(i)(d) - y((1),z)t(i)(a) + v({i),z)g, 3/
s (5)=(a) )

(i)+(a)
. (d4)

§,((i)(a))
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Bepaal voor elke (i) ¢ { de verzameling aq(i) bestaande uit die

beslissingen voor welke ?Z((i)(d)) onder (4) eQE((i)) minimaal is, noem

dat minimum $((i),z).

Voeg.aan elke (i) een beslissing (d)(i) uit3?1(i) toe waarvoor

?Z((i)(d)) onder (d) e ag(i) minimaal is. Wordt dat minimum voor meer-

dere beslissingen bereikt dan heeft z(i) de voorkeur, mits natuurlijk

%z((i)z(i)) gelijk is aan het minimum. Dat minimum noemen we ¥((i),z).

Definieer z' als volgt: z'(i) = (d)(i)°

Construeer de kleinste verzameling A, waarvoor geldt

Ay SAch,

§((i),z,4) > §((i),z)
6t
2 | F((1),2,8) = $((i),2)
én

F((1),2,4) > ¥((i),2)

\
waarbij de volgende definities gelden.

Definities

F((i),2z,4)

EF((1),2)

en

~

V( (1) aZsA)

E¥((1),2)

(i) € A,

(1) € A,

(1) AZ,

waarbij (i) de eerst aangenomen toestand van A is als de begintoestand

(i) is en het systeem onderworpen is aan een natuurlijk proces.

Laat nu A'Z, de kleinste verzameling A zijn met deze eigenschap.

Definieer nu de strategie z" als volgt

als (i) e Aty

elders.
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De bedoeling van de constructie van A was een uiteindelijke strate-
gie te krijgen door aan z' wat nulbeslissingen toe te voegen (een stuk-
je van Az,_af te snijden). We zullen zien hoe het een en ander in de
praktijk (meestal) toegaat.

In de praktijk komen priemfuiken zelden voor. Indien we aannemen

dat ze nooit voorkomen dan-is

y((i),z) = ?Z(i)(d) = §((i),2) = §((i),2), = y(z) V(i) e
en dus is

b€1(i) =% (1) v(i) € .

We construeren z1\verder als boven beschreven en testen dan voor elke
toestand in A, of die wel in A, zal blijven. Van (0,0) is dat zeker
en we testen de toestanden in zo'n volgorde dat als we een toestand
(j) testen alle toestanden (i) met (i) < (j) reeds getest zijn. We
kunnen die gewenste volgorde van toestanden bereiken door b.v. de
volgorde (0,1), ..., (o,Mz),‘(1,o), ey (1,M2), cees (M1~1,M2), (M1,O),
«ees (M) aan te houden.

We bedenken dat

F((1),2,4) = B#((1),z) = T B((1)(3),A).9((i),z2)
(j)ea

en voeren de hulpgrootheden w(i) en #(i) in. We definieren
W(O) = ?((O),Z)
en gaan daarna in de boven beschreven volgorde voor elke toestand als

volgt te werk:
Als (i) ¢ A, definieer dan

/
. % . K% . .
(A1W(1 ) + A2W(1 ))/(A1+A2) als i,, i, > 0
. % . .
w(i) =4 w(i") als i, > 0, i, =0
.k ) . .
. w(i ") als i, =0, i, > 0,

\



1h

als (i) € AZ, definieer dan

.
(Aw(i®) + aw(i™))/(g4,)  els i,

#(i) = < w(i®) als i,
w(i™™) als i,

en test dan vervolgens of er geldt

w(i) > ¥((i),2).

Als dat het geval is, dan definiéren wi]

w(i) = ¥((i),2)

A

en indien W(i) < ¥((i),z) dan definidren wij

w(i) = #(1)

en we verwijderen (i) uit A e
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6. Voorbeeld

Data:
r=1 r=2
M, L 5
A 1
r
c1,r 2
c2’r 16 17

1
—

en verder geldt: T en

Q(dT,d2) = 24, + 3d, f,d(d1) + 6(d2) + 6(d1+d2) + 6(d1d ).

Begin strategie.

L (0,5)
3 (1,5)
2 (2,5)
1 (3,5)
0 (4,5)  (B,b4)  (b,3)  (4,2)  (4,1) (%,0) .
0 1 2 3 4 5 2
¥y = 29.60.
Eerste stap.
na policy improvement operation:
i1
L (o,4)  (o,4) (0,3) (0,2) (0,1)
31 (o,4) (o,4) (0,3) (0,2) (0,1)
2 (2,4)  (2,4) (2,3) (2,2)
1 (2,4)  (2,4) (2,3) (2,2) (2,1) (2,0)
< 0 (34 (B,4)  (3,3) (2,2) (2,1) (2,0)
> 12

0 1 2 3 L 5



na afsnijstap:

- N W

y = 26.6L

i

16

Tweede stap.

o = N W =

na de afsnijstap:

Q - N W =

2
T (o,4) “(0,4) (0,3)
(0,4) (o,4) (0,3)
(2,4)  (2,k) (2,3)
(2,4)  (2,4) (2,3)
(3,4)  (3,4)  (3,3) (2,2) (2,1) (2,0)
0 1 2 3 L 5 -
na policy improvement operstion:
i1
T (0.,3) (0,3 (0,3
(0,3)  (0,3) (0,3)
(2,3)  (2,3) (2,3)
(2,3)  (2,3) (2,3) (2,2) (2,1) (2,0)
(3,3)  (3,3) (3,3) (3,2) (3,1) (3,0)
0 1 2 3 b 5 -
ii
A
(0,3) (0,3) (0,3)
(0,3)  (0,3) (0,3)
(2,3)  (2,3) (2,3)
(2,3)  (2,3) (2,3) (2,2) (2,0)
(3,3)  (3,3) (3,3) (3,2) (3,1) (3,0)
0 1 2 3 L 5 ]

y =26.45,
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Dit is tevens de eindstrategle want de derde stap levert hetzelfde
resultaat.

De eindstrategie z geeft de volgende waarden van v((i),z):

L T -66.27 -64.70 -60.09 =53.21 -W7.19 -k2,18
3 -50.08 -48,75 -hk.84 -39.43 -35.15 -32.16
2 -34.02 -33.62 -31.56 -28.60 -26.60 -26.18
1 -19.00 -21.20 =-22.60 -22.69 -22.61 -25.35
0 -.00 -10.08 ~16.76 -20.37 =-22.4h -26.92

A
[}
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7. Opmerkingen van programma-technische aard

We gaan uit van strategie z met AZ die k toestanden bevat, verder
nemen we gemakshalve n = M1+1 enm = M2+1. Duidelijk is O <k < mm-1.

Zonder discussie kunnen we stellen dat het de voordeligste methode
is de benodigde funktiewaarden van pr(j), Pr(j), ko(i) en to(i) reeds
voor de eerste iteratiestap in het geheugen op te slaan. In de iteratie
stap moeten we o.a. een vierkant stelsel van k+1 vergelijkingen met k+1
onbekenden oplossen. Aangezien we in het algemeen de waarde van k niet
kunnen voorspellen zullen we reeds voor de eerste stap een 2-zijdig =
array moeten reserveren (d.w.z. (mn)2.2 geheugenplaatsen). Het oplossen
van het stelsel vergt een aantal bewerkingen dat evenredig is met (k+1)3.

Voor de waarden van p?i)(j) in de iteratie stap hebben we de keuze
tussen
a) rekursieve procedure sanroepen,

b) de waarden van p%i)(j) in een array opslaan.

Aangezien mogelijkheid a) hier veel overbodig werk en geheugenbezet-
ting zou vergen verdient mogelijkheid b) hier de voorkeur. Dit vergt
2(nm)2 geheugenplaatsen doch geen extra ruimte daar we de gereserveerde
plaats voor de linkerleden van de k+1 vergelijkingen (zie boven) daar-
voor "even'" kunnen gebruiken.

Tijden het uitvoeren van de policy improvement operation moeten we

ﬁz((i)(d)) n(n+1) m(m+1)/4 keer bere%e?e?.)Hierbij is een tijdrovende
, . L e . i)+(d
omstandigheid dat VZ((i)(d)) de term (j)Z(d) v((i),z),qggg(j) bevat.

Een soortgelijk kenmerk hebben de k- en t-funkties ook.

Voor deze drie funkties hebben we de keuze (C1 en C2 zijn konstanten):

a) de funktie elke keer als hij nodig is berekenen dat komt neer op
C1(nm)3 berekeningen voor ?z((i)(d)) en 02((nm)3+k) berekeningen
voor de k- en t-funkties.

b) de funkties of delen daarvan vooruit te berekenen (vé8r de eerste
stap wat betreft de k- en t-funkties en vdbr elke stap wat betreft

VZ((i)(d))). Dit komt neer op Cg(nm)2 bewerkingen vbdr de eerste

stap en 01(nm)2 bewerkingen v6dr elke stap. Bovendien vergt dit

minmaal 3.(nm)2 geheugenplaatsen.
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Voor kleinenm kunnen we het beste ¥ volgens a) bepalen en k en t
volgens b). Deze laatste 2 funkties kunnen vbdr de eerste stap in één
array opgeslagen worden en nemen zo 2(nm)2 plaatsen in beslag.

Voor grote nm zal zowel a) als b) niet voldoen wegens &f te lange :

rekentijd 8f te grote vraag naar geheugenruimte.
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8. Input

De kostenfunktie ¢(d) hebben wij gesteld op”

03’1d1 + c3’2d2 + °h,16(d1) + ch,zs(dz) + 056(d1+d2) + c66(d1d2).

De hierin voorkomende konstante coédfficiénten worden met de andere

konstanten ingelezen in de onderstaande volgorde:

M, M, (maximum voorraad)
A1 AQ (parameters van de Poissonprocessen)
01’1 0132 (voorraadkésten)
02’1 02’2 (noodinkoopkosten)
T _ (levertijd)
C
°3,1 3,2
C C
byt o k.2 - (konstanten van ¢(d))
5
C6 )
i (aanduiding van de preeisie)

Indien we voor cg een negatief getal inlezen dan neemt het programma

629

voor c, een getal in de orde van grootte van 16 . Op deze manier
kunnen we inkopen van beide produkten tegelijk "verbieden". De laatste
konstante is een getal i (i geheel en positief). Deze gebruiken we in
de policy improvement operation, waar we ¥((i),z) bepalen. Hier worden
twee waarden van ?Z((i)(d)) gelijkgesteld als voor hun quotient Q geldt
dat |1-q| < 107,
Zodra het programma een probleem behandeld heeft begint het aan een
nieuw probleem, dit houdt op als in plaats van een nieuwe serie data

een negatief getal ingelezen wordt.



